Généralités sur les fonctions

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice n°1 (**T)
Etudier la parité des fonctions suivantes :

5 5

1) f1(x) = 3»;4 —]5x2 +12) fa(x) = ’;2 :’]‘ 3) f3(x) = %
4) fa(x) = EX% 5) fs(x) = cos(2x) + tan?(x) 6) fg(x) =sin(x) —x
7Y f7(x) = VX2 £ 1 8) fs(x) = x 9) fo(x) = cos(x) + sin(x).

x6 — x4 —31x2 +3

Exercice n°2 (***I)

Soit f une application de R dans R. Montrer que f s’écrit de maniére unique comme la somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire.

Exercice n°3 (**I)

Soit f une application de R dans R, dérivable sur R. Montrer que si f est paire, sa dérivée est impaire et si f est impaire,
alors sa dérivée est paire.
Généraliser a ", 3 ... fW) n > 2.

A-t-on des résultats analogues pour les primitives 7

Exercice n°4 (**T)

3
1) Montrer que la droite d’équation x = = est un axe de symétrie du graphe dans un repére orthonormé de la fonction

2
fx—x?—3x+2
2x + 1
2) Montrer que le point I de coordonnées (1,2) est centre de symétrie du graphe de la fonction f : x — ;—’_ T
. ) 1 - . e~
3) Montrer que le point I de coordonnées [ 0, 7 est centre de symétrie du graphe de la fonction f : x — peane
4) Etudier les symétries de la courbe représentative de la fonction f : x — cos(x) + cos(3x).
Exercice n°5 (**T)
Etudier la périodicité des fonctions suivantes :
1) f1(x) =E(x)—x 2) fa2(x) =E(2x) —2x  3) f3(x) = cos(2x) — sin(4x)
3 2
4) f4(x) =cos(4x)  5) f5(x) = cos (%) 6) fg(x) = cos <?X>
n°6 (**T)
2
1) Montrer que la fonction f : x + ——— est bornée sur R.
x* +1
2) Montrer que la fonction f : x — 7 est bornée sur R.
Exercice n° 7 (**T)
Etudier le sens de variation des fonctions suivantes sur le domaine considéré.
5 1
l)XH—g(X"_])Z"_],I:R 2)X’—)3—m71—:|—00,—z|: 3)XH1H(]+€X),I:R
1 o L
Hx—exp|ll———), I=R* J5)x— | ——dt 6x»—>J e*t dt
) p< lnzx+1) ) J01+t2 ) 0
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Exercice n° 8 (**T)

Etudier le sens de variation des fonctions suivantes sur I'intervalle considéré.

1) x— sinx —cosx, [ = [O, ;} 2) x = xlnx, [=[1,400[ 3)x— e3" 1 cos (%), I=R

(x2+1)
2x+3 -1
4) x X_—~_1,I:]1,+oo[ 5)X>—>24T,I=R 6) x — —x" +x* +x?+3, I =] — 00,0
Exercice n°9 (*T)
2x+1 5
1) Montrer que, si x est un réel tel que 1 < x < 2, on a % < 4§13 < -
2x +1 3
. " . _2 ) 0
2) Résoudre 1’équation i3 T Que constatez-vous 7
1
3) Encadrer au mieux 4); 1 3 pour x € [1,2].

Exercice n° 10 (*T)

Encadrer au mieux les expressions suivantes sur le domaine D considéré :

1) x2, D =[-1,2] 2) x2—3x+2,D=[0,4] 3) J—C,D:[—Z,—H
T 5x + 1 2n+3

5) cosx, [4,71] 6) Bx 2 [0, 4] 7) 2n_9,neN
Exercice n° 11 (**T)
Démontrer les inégalités suivantes :
22 —7 1
1) Wx e [1,3], 22 —5x+3 <3x—3  2) ¥x € [1, 400l % < 10x

Exercice n° 12 (*I)
Etudier le signe de vxZ +1 —x et v/x%2 + 1 + x suivant les valeurs de x.
Exercice n° 13 (**I)

Démontrer (et mémoriser) les inégalités classique suivantes :

1) L. D=1\

In+1

)3>n+7’nEN

) Vx <0, VX2 —x+T12>—x

1) Vx>0, sinx<x 2)¥WweR, e¥x>2T+x 3)Vxe]l—1,+o0f In(14+x) <x
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Planche n° 8. Généralités sur les fonctions : corrigé

Exercice n° 1

1) f1 est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout réel x

f1(=x) =3(—x)* =5(—x)? + 1 =3x* =52 +1 = f; (x).
La fonction f; est paire.
2) f; est définie sur R\ {—1, 1} qui est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout x de R\ {—T1,1}

(=X = (%) x> —x
(—x)2—1 — x2—1

= —fa(x).

La fonction f; est impaire.

3) f3(—1) existe mais f3(—1) n’existe pas. Le domaine de définition de la fontion f3 n’est pas symétrique par rapport a 0
et donc, la fonction f3 n’est ni paire, ni impaire.

4) Pour tout réel x, € + 1 > 1, en particulier pour tout réel x, e* + 1 = 0. f4 est définie sur R qui est symétrique par
rapport & 0. De plus, pour tout x de R

eX—1 ol 1—er e

fa(—x) = _ _ _ _
al=x) e x+1 1 1+ex e +1

La fonction f4 est impaire.

5) f, est définie sur R\ ( + HZ) qui est symétrique par rapport & 0. De plus, pour tout x de R\ ( + 7TZ)

f5(—x) = cos(—2x) + tan®(—x) = cos(2x) + tan?(x) = f5(x).
La fonction fs est paire.

6) f2 est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout x de R

fe(—x) = sin(—x) — (—x) = —(sin(x) — x) = —fg(x).
La fonction fg est impaire.

7) Pour tout réel x, x> + 1 > 0. Donc f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout x de R
=1/(—x)2+1=Vx2+1="F7(x)

8) On ne peut pas déterminer le domaine de définition de la fonction fg. Mais comme (—x)® — (—x)* — 31(—x)? +3 =

x® —x% — 31x% 4 3, pour tout réel x, fg(—x) existe si et seulement si fg(x) existe. Donc fg est définie sur un domaine D

qui est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout x de D

La fonction f7 est paire.

—X X
() = S 7 =312 13~ <3213 )

La fonction fg est impaire.

9) fo(0) =10 et donc fe n’est pas impaire. fo (—g) =—1=£1="1 (g) Donc, fo n’est pas paire.
La fonction fo n’est ni paire, ni impaire.

Exercice n° 2

Soit f une application de R dans R.

Unicité. Supposons qu'’il existe deux fonctions g et h telles que g est paire, h est impaire et f = g + h. Nécessairement
pour tout réel x,

{ f(x) = g(x) +h(x)
f(—x) = g(x) —h(x)

En additionnant et en retranchant membre & membre ces deux égalités, on obtient pour tout réel x
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9) = 3100+ F—x)) et h(x) = 5 ((x) — ().

Ceci montre l'unicité d’un couple (g, h) tel que g est paire, h est impaire et f = g+ h.

Existence. Réciproquement, posons pour tout réel x

g() = 3 (F(x) + 1) et h(x) = 3(F(x) — 1)
o Pour tout réel x, g(x) + h(x) — %(f(x) (=) + %(f(x) — f(—x)) = f(x) et donc f = g+ h.
e Pour tout réel x, g(—x) = %(f(—x) +f(x)) = g(x) et donc la fonction g est paire.
e Pour tout réel x, h(—x) = %(f(—x) —f(x)) = —%(f(x) — f(—x)) = —h(x) et donc la fonction h est impaire.

Ainsi, les fonctions g et h conviennent ce qui montre I'existence d’un couple (g, h) tel que g est paire, h est impaire et
f=g+h

Exercice n° 3

Soit n un entier naturel. Supposons que f est n fois dérivable sur R. Pour tout réel x, posons g(x) = f(—x). Alors g est n
fois dérivable sur R et pour tout réel x,

g'™ (—x) = (=)™ ().
Si de plus f est paire, alors g = f et donc pour tout réel x, f(™)(x) = (—1)™f(™)(—x) ou encore
pour tout réel x, f(™) (—x) = (—=1)"f(™(x).
Si n est un entier pair, posons n = 2p oil p est un entier. L’égalité précédente s’écrit
pour tout réel x, f2P)(—x) = f(2P)(x)

6)

et donc f(2P) est paire. Ainsi, les fonctions f, f”, f(4), f(6) | sont paires.

Sim est un entier pair, posons n = 2p ou p est un entier. L’égalité précédente s’écrit
pour tout réel x, f(2P+1)(—x) = —f(2P)(x)

5) .. .sont impaires. On résume ces résultats en disant que

et donc f(2P*+1) est impaire. Ainsi, les fonctions f/, f3), fl
si f est paire, f(") a la parité de n.
Si f est impaire, alors f/ est paire et on peut lui appliquer les résultats précédents. Donc,

si f est impaire, f™) a la parité contraire de celle de n.

Une primitive de fonction impaire est automatiquement une fonction paire. Démontrons-le.

Soit f une fonction continue sur R et impaire. Soit F une primitive de f. Pour tout réel x, posons G(x) = F(x) — F(—x). G
est dérivable sur R et pour tout réel x

G'(x) =F/(x) + F/(—x) = f(x) + f(—x) = 0.
Dong, la fonction G est constante sur R puis, pour tout réel x,

G(x) = G(0) =F(0) — F(0) =0.
On en déduit que pour tout réel x, F(—x) = F(x) et donc que F est paire.

Le résultat analogue est faux si on suppose que f est paire car une fonction constante est paire. Voici une succession de
primitives pour exemple :

2

X x3 5 5
x—=1, x—x+4, x>—>7+4x—5, xn—>€+2x —zx+1...
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Exercice n° 4

1) La fonction f est définie sur R qui est symétrique par rapport a % De plus, pour tout réel x,
f3—x)=(3-x)? =303 —x)+2=x% —3x+2=f(x).

Donc, la droite d’équation x = % est un axe de symétrie du graphe dans un repére orthonormé de la fonction f.

2) La fonction f est définie sur R \ {1} qui est symétrique par rapport & 1. De plus, pour tout réel x de R\ {1}

20—x)+1  2x+1  2x—5  2x+1 4x—4 4(x—1)

f(2x1 — f(x) = = = — —4 =y,
=) 10 = T P o7 T T x=T T %=1 x= ut
Dong, le point I de coordonnées (1,2) est centre de symétrie du graphe de la fonction f.
3) La fonction f est définie sur R qui est symétrique par rapport & 0. De plus, pour tout réel x,
1
e e* ox e* 1 e e*+1
@a=x) T = 5mq T e l+1+e><+1x 1 et et Y1
eX

1
Donc, le point I de coordonnées <0, —> est centre de symétrie du graphe de la fonction f.

2
4) e La fonction f est paire et donc l'axe des ordonnées est un axe de symétrie du graphe de f. Plus généralement, pour
tout entier relatif k et pour tout réel x,

f(2kmt — x) = cos(2k7t — x) + cos(6kmt — 3x) = cos(—x) + cos(—3x) = cos(x) + cos(3x) = f(x).
On en déduit que pour tout entier relatif k, la droite d’équation x = k7t est un axe de symétrie du graphe de f.

e Pour tout réel x,

f(t—x) = cos(7t — x) + cos(37 — 3x) = cos(mm — x) + cos(mw — 3x) = —cos(x) — cos(3x) = —f(x),
et donc pour tout réel x, f(m—x)+f(x) = 0. On en déduit que le point de coordonnées (g, 0) est un centre de symétrie du

7
graphe de f. Plus généralement, pour tout entier relatif k, le point de coordonnées (z + km, 0) est un centre de symétrie

du graphe de f.

Exercice n° 5

Chacune des fonctions considérées est définie sur R.

1) Pour tout réel x, fi(x +1) = E(x+1)— (x+1) = E(x) + 1 —x —1 = E(x) — x = f1(x) et donc la fonction f; est
1-périodique. Plus généralement, pour tout entier relatif k, f1 est k-périodique.

1 1
2) Pour tout réel x, f (x + E) =E2x+1)—(2x+ 1) = E(2x) — 2x = f2(x) et donc la fonction f, est E-périodique. Plus

généralement, pour tout entier relatif k, f, est E—périodique.

3) Pour tout réel x, f3(x + 1) = cos(2x + 2m) — sin(4x + 47) = cos(2x) — sin(4x) = f3(x) et donc la fonction f3 est
m-périodique. Plus généralement, pour tout entier relatif k, f3 est km-périodique.

4) Pour tout réel x, f4 (x + g ) = cos(4x+2m) = cos(4x) = f4(x) et donc la fonction f4 est g-périodique. Plus généralement,

7
pour tout entier relatif k, f4 est T—périodique.

4 3 3 4
5) Pour tout réel x, fs (x + g) = cos (7)( + 27t> = cos (%) = f5(x) et donc la fonction fs est ?T[—périodique. Plus

T
généralement, pour tout entier relatif k, f5 est T—périodique.

2 2
6) Pour tout réel x, fg (x4 37) = cos <?X +27T) = oS %) = fg(x) et donc la fonction fg est 3m-périodique. Plus

généralement, pour tout entier relatif k, fg est 3km-périodique.
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Exercice n° 6
Pour tout réel x, x> +1 > 1 et en particulier, pour tout réel x, x*> + 1 # 0. Donc, les deux fonctions sont définies sur R.

1) Pour tout réel x,

x? x2+1
0< < =1.
x2+1 " x2+1
2
Donc, pour tout réel x, 0 < f(x) < 1. La fonction f : x — XZXT est bornée sur R.
2) Pour tout réel x,
1
=120 -2 +1505x2+152x =+ > N
27 x2+1
X 1 1 1
S| <35> —5 <f(x) < 5.
2+ ‘ 77 T Sts3
. 1 1 . X .
Donc, pour tout réel x, —= < f(x) < =. La fonction f : x — ——— est bornée sur R.
2 2 x2 41

Exercice n° 7

1) Pour tout réel x, f(x) = k(h(g(x))) ot g : x—=x+1,h : y—yZetk : z+— —z+ 1.

La fonction g est strictement croissante sur [—1, 4+o00[ & valeurs dans [0, +o0ol, la fonction h est strictement croissante sur
[0, +oo[ & valeurs dans R et la fonction k est strictement décroissante sur R. Donc la fonction f est strictement décroissante
sur [—T1, +ool.

La fonction g est strictement croissante sur | —oo, —1] a valeurs dans ] — 00, 0], la fonction h est strictement décroissante sur
] —00,0] & valeurs dans R et la fonction k est strictement décroissante sur R. Donc la fonction f est strictement croissante
sur | — oo, —1J.

2) Pour tout réel x, f(x) =k(h(g(x))) outg : x—=2x+1,h : y>—>l etk : z— 3—5z.

1
La fonction g est strictement croissante sur ] —00, 7 [ a valeurs dans ] — oo, 0[, la fonction h est strictement décroissante sur
] —00,0[ & valeurs dans R et la fonction k est strictement décroissante sur R. Donc la fonction f est strictement croissante
1
sur |—oo, = |.

3) La fonction x +— 1+ e* est strictement croissante sur R, & valeurs dans ]0, +o0o[ et la fonction X — In X est strictement
croissante sur ]0, +oo[. Donc, x — est strictement croisante sur R.

1
4) La fonction x — exp (1 — 27> est définie sur R* et paire.
In“ x|+ 1

La fonction x — Inx est croissante et négative sur ]0,1]. Donc, la fonction x — 1 + In? x est décroissante et stric-

tement positive sur ]0,1]. Par suite, la fonction x — 1 — a1 est décroissante sur ]0,1] et enfin, la fonction
n-x-+

) est décroissante sur ]0,1]. De méme, la fonction x — exp <1 — est croissante

1
In? |x|+1)

) est décroissante sur | — oo, —1] et croissante sur [—1,0[.

X — ex 1—7
p< I x| + 1

sur [1,+ool. Par parité, la fonction x — exp (1 -
In“ x|+ 1

% > 0 et donc, f5(x')—f5(x) =

5) Soient x et x” deux réels tels que x < x’. Alors, pour tout réel t de I'intervalle [x, x'], Tt

’

X
1
J T dt > 0 (par positivité de l'intégrale). f5 est croissante sur R.

X

6) Soient x et x" deux réels tels que x < x’. Alors, pour tout réel t de l'intervalle [0, 1], on a xt < x’t, puis pour tout réel
t de [0, 1], e*t < e t. Par croissance de l'intégrale, on a alors fg(x) < fg(x’). fe est croissante sur R.

Exercice n° 8

s
1) La fonction x +— sinx est strictement croissante sur [O, Z} La fonction x — cosx est strictement décroissante sur
7 . . . 7T . . s
[0, Z] et donc la fonction x — — cosx est strictement croissante sur [0, Z} f1 est strictement croissante sur [0, Z} en

tant que somme de deux fonctions strictement croissantes sur [O, Z] .
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2) Les deux fonctions x — x et x — Inx sont croissantes et positives sur [1,+oo[. Donc, f; est croissante sur [1,4+o00[ en
tant que produit de fonctions croissantes et positives sur [1,4ool.

T
3) 3 est paire. x — est décroissante sur R a valeurs dans [O, E] et la fonction X — cos X est décroissante sur

T
2(x2 +1)
T T
0, =]. Donc, la fonction x — cos | ————
0, 2] (2(x2 +1)
en tant que produit de fonctions croissantes et positives sur R™. Par parité, 3 est décroissante sur R™.

) est croissante sur R, et de plus positive sur R™. f3 est croissante sur R"

4) 2x (—=1)—=1x(3) = =5 < 0. Donc, f4 est strictement décroissante sur ] — oo, 1[ et strictement décroissante sur ]1, 4o0l.

5) fs est paire. La fonction x ~— x* est croissante sur R* a valeurs dans R*. Puisque 1 x 1—1x (—=1) =2 > 0, la fonction

X — X1 est croissante sur ] — 1, 400l et en particulier sur R*. f5 est croissante sur R*. Par parité, s est décroissante

sur R™.

6) Les fonctions x — —x” et x — x* + x? 4 3 sont strictement décroissantes sur | — 0o, 0]. Donc, fg est strictement
décroissante sur ] — 0o, 0] en tant que somme de fonctions strictement décroissantes sur ] — oo, 0].

Exercice n° 9
1 1

1)Si1§x§2,3§2x+1§56t0<7<4x+3<11.Parsuite,0<3<2x+1§5et0<H §4X+3§7,puis
3 2x+1 5
= < < s
1 4x+3 7
2x+1 3 1 , .
)4)(_*_3 =1 (:)11(2x+1)=3(4x+3)(:)10x:—2(:)x=—§. La solution obtenue n’est pas dans 'intervalle [T, 2],

2x + 1 3

x+3 1
est trop large et peut donc stirement étre amélioré.

ou encore I’équation n’a pas de solution dans 'intervalle [1,2]. Ceci signifie que ’encadrement fourni au 1)

2x +1
3) Puisque 2 x3—1x4=2>0, la fonction f : x — Xt

est croissante sur [1,2]. Par suite, si x € [1,2],

4x +3
3 2x+1 5
—_ = < fd < = —.
(1) < g = < 1(2) = 2

Exercice n° 10

1) fq est décroissante sur [—1,0] et croissante sur [0, 2]. f; admet donc un minimum égal & 1(0) = 0 et un maximum égal
a Max{fy(—1),f1(2)} =4. Pour x € [-1,2], 0 < x* < 4.

2) Pour x € 0,4), = —1 = 1, @) < fax) < F2(4) = 6.

3) f3 est décroissante sur [—2,—1]. Donc, pour x € [—2,—1], f2(—1) < f2(x) < f2(—2), ou encore —1 < — < —=.

x| =

4) f4 est paire, décroissante sur ]0, 1]. f4 n’est pas majorée sur ]0, 1] et admet un minimum égal a f4(1) = 1.

Pour x € [—1,1] \ {0}, lz >1.
X

T T T 1
écroi —yTC|. — -1 = < < - =—.
5) f5 est décroissante sur [4,7'[} Pour x € {4,7'[}, 1 =cosm < cosx < cos TG
2 5x2—-13x1 3
6) fs est dérivable sur [0,4] (car ESE ¢ [0,4]) et pour x € [0,4], f{(x) = ?137(4—2;2( = _(13x—|—2)2 < 0. fg est donc
7

décroissante sur [0,4] et pour x € [0,4], 3= fe(4) < fs(x) = x 1 < f6(0) = l

T 13x+2 5 ° 2

_ 2x+3
T 2x—9

9 . . 2p+3 2n+3 2x543
= . = , 1= [eS) < X = < < )
}2,4—00{ Par suite, pour n > 5, 1 =lim;, -9 Sm-9S7x5-9 13 et pour 0 <n<4

2x443 2n+3 2x043 1 n+3
2x4-9 2n3—9_2><0—9 3 @ Pius petite vateur €e 5079
n—|—9 est 13 (obtenue pour n =5).

9 9
7) Pour x # 5 bosons f7(x) . Puisque 2 x (—9) — 3/times2 < 0, f7 est décroissante sur [O, z[ et aussi sur

-1 est —11 (obtenue pour n = 4) et la plus

grande valeur de
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dn+1 a7 -2 4 25 dn+1
8) Pour n € N, 32 1 - = 3 g7 3 =37 La suite <321 7> est donc croissante. On en déduit
9(1’1. + g) neN
que pour tout entier naturel n l < dn+ 1 < Z—l
"7 S 3n+7 3

Exercice n° 11

1) Soit x € [1,3]. (2x2 —5x +3) — (3x —3) = 2x? —8x + 6 = 2(x*> —4x + 3) = 2(x — 1)(x — 3) < 0. Donc, pour x € [1, 3],
2x2 —5x +3 < 3x — 3.
2x2—7x+1<2x2+7x—|—1 2x2 + 7x% 4 x2

S < =1 .
x+3 x+3 X Ox

2) Pour x > 1,

1\* 3
3) Pour tout réel x, x> —x + 1 = (x — —) + = >0 et donc v'x2 —x + 1 existe pour tout réel x. De plus, pour tout réel

2 4
X, VxZ—x+1>0.
Pour x <0, vVxZ—x+1—x> 0 et donc vVx2 —x + 1+ x a le méme signe que

( xz—x+1+x) (\/xz—x+1—x) =-—x+1>0.

Ainsi, pour tout réel x <0, vxZ —x+1+x > 0 et donc pour tout réel x <0, vVxZ —x+1> —x.
Exercice n° 12

Pour tout réel x, x> +1 > 0 et donc, pour tout réel x, v'x2 + 1 existe. Ensuite, pour tout réel x,

VX2 +1> VX2 =[xl

Par suite, pour tout réel x, vxZ+1 > |x] > x et donc vx2 + 1 —x > 0 et aussi, pour tout réel x, vxZ+1 > |x| > —x et
donc vxZ+1+x>0.

Exercice n° 13

1) Pour x > 0, posons f(x) = sinx — x. T est dérivable sur [0, 4oo[ et pour x > 0, on a f’(x) = cosx — 1 < 0. f est donc
décroissante sur [0, +oo[. Mais f(0) = 0 et f est négative sur [0, +oo[ ce qui démontre I'inégalité de ’énoncé.

Commentaire. La démonstration précédente ne tient pas debout car la formule (sin)’ = cos a été établie en sachant que
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pour x € [0, z}, on a sin(x) < x. Néanmoins, c’est ce qui est attendu dans la pratique (et il se trouve qu’on est capable

de démontrer que (sin)’ = cos sans utiliser I'inégalité sin(x) < x).

2) Pour x € R, posons f(x) = e¥ — 1 —x. f est dérivable sur R et pour x € R, on a f'(x) = e* — 1. f’ est négative sur R~
et positive sur R™. f admet donc un minimum en 0 égal a f(0) = 0. f est négative sur R ce qui démontre 'inégalité de
I’énoncé.

1 X

=——1= .
T4+ x 14+ x

3) Pour x > —1, posons f(x) = In(14+x)—x. f est dérivable sur ] —1,+o0[ et pour x > —1, on a f'(x)

f’ est positive sur ] — 1, 0] et négative sur R*. f admet donc un maximum en 0 égal & f(0) = 0.
On en déduit que f est négative sur | — 1, +00[ ce qui démontre I'inégalité de ’énoncé.
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