Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Chapitre 3

Barycentre dans le plan

On se place dans le plan ou dans I’espace.

I/ Barycentre de deux points
a) Définition

— Théoréme et définition
Soient A et B deux points quelconques, « et 3 deux réels.

il iatgvetiolie et
Il existe un unique point G du plan tel que aGA+GGB = 0 si et seulement si a+ 5 # 0.

Ce point est appelé barycentre du systéme de points pondérés (A, a); (B, 3). On note
G = Bar {(A,a): (B, 5)}.

— Démonstration
Quels que soient o et 3 :
— — — — P — — — — —
aGA 4+ GB = 0 <= aGA + [(GA+ AB)= 0 < aGA + GA + AB = 0

—

< (a+ B)GA = —BAB <= (a + B)AG = BAB

— —_—
1/ Si o+ B # 0 alors I"équation équivaut & AG = AB.

a+
Le point G existe et est unique.

’ . ’ . \ = -
2/ Si o+ 8 = 0 alors ’équation équivaut & SAB = 0.
Cette n’équation n’admet pas de solution si A # B et 8 # 0 et en admet une

infinité si A= B ou 5 =0. \

Ezemple : Deux points A et B étant donnés, placer G = Bar{(A4,2);(B,1)}.
G =Bar{(4,2);(B,1)}
—  — —
<~ 2GA+GB =0
—_— = —— —
<~ 2GA+GA+AB =0
— —
<= 3AG = AB

e
Q
oy,

— 1—
— AG = gAB
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b) Propriétés
Dans tout le paragraphe, A et B sont deux points quelconques, a et 3 deux réels tels que
a+pf#0et G=DBar{(4,a);(B,0)}
Homogénéité

— Propriété

Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar {(4, ka) ; (B, kpB)}. I

— Démonstration
Sik # 0 alors :
— —
G =Bar{(4,a);(B,0)} <= aGA + fGB =

— —
0

—
<— kaGA + kBGB =

—
0

— — —
<= k(aGA + GB) =k0

< G =Bar{(A4,ka);(B,kB3)} \

Ezemple : Démontrer que l’on peut exprimer G comme barycentre de A et B de telle fagon que la somme

des coefficients soit égale a 1.
Si G = Bar{(A4, «);(B,3)} alors G = Bar { (A, a—iﬂa) ; (B, Flﬁﬂ) } car o+ 3 # 0.

OnaainsiG—Bar{<A, @ >;<B7 s >}avec @ + B =1
a+p a

Position du barycentre

— Propriété
Si A et B sont distincts alors G € (AB). Autrement dit, A, B et G sont alignés.
Si, de plus, « et 5 sont de méme signe alors G € [AB].

— Démonstration

— — —
G =Bar{(A,a);(B,f)} <= aGA+pGB = 0
— —=

Les vecteurs GA et GB sont donc colinéaires et GG, A et B sont alignés.

De plus, on a obtenu au cours de la premieére démonstration le résultat suivant :

— 68 —-—
AG = AB

a+f
or si a et 0 sont de méme signe alors - f_ 3 est positif et inférieur a 1.
Ainsi G € [AB].
— Propriété

Réciproquement, si A # B, tout point de la droite (AB) est le barycentre de A et B
affectés de coefficients bien choisis.

— Démonstration
—_— —_—

Si M € (AB) alors AM et AB sont colinéaires donc il existe un réel k tel que
—— —
AM = EkAB.
On a alors :

— —_— — — — —

AM =kAB <= AM —kAB = 0 <= AM — k(AM + MB)= 0

= AM — kAM —kMB = 0 <= (k—1)MA —kMB = 0 \

|

De plus, k—1—k=—17#0donc M =Bar{(A,k—1);(B,—k)}.
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Isobarycentre

Propriété
Si a = 3, alors G est appelé isobarycentre de A et B. G est alors le milieu du segment
[AB].

Démonstration immédiate

Réduction vectorielle

— Propriété
Quel que soit le point M, aMA + fMB = (a+ 3)MG. I

— Démonstration
Quel que soit le point M,

— —_— = — — — —
aMA +MB =a(MG +GA)+ (MG +GB) =aMG + aGA + MG + GB

(6%
= (a+ B)MG + aGA + BGB = (a + B)MG
v J
=0

Ezemple : Soit G = Bar{(A,2);(B,5)}. Exprimer AG en fonction de AB.
— — —_— 5—
L’égalité précédente pour M = A donne 5AB = TAG. On a donc AG = ?AB.

c) Coordonnées du barycentre

— Propriété
Soit (O;7,7") un repére du plan. Soit A(x4;y4) et B(zs;ys).
Si G = Bar {(Av CE) ) (Bvﬁ)} alors G (OATA + ﬁxB. aya + ByB)

?
a+p a+p
Dans un repere de I’espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

— Démonstration
—— —— =1
Quel que soit le point M, on a aMA + BMB = (a+ f)MG.
Cette égalité est donc valable en particulier pour M = O.

— — — = a — 6 ==
On a donc «OA + OB = (a + 3)OG soit OG = ——0A + OB
a4+ a4+
, A TA , ~5 B
Les coordonnées de OA sont (y ) et les coordonnées de OB sont Y
A B

o Ta+ B8 T ara+Bxrp
On en déduit que les coordonnées de OG' sont (O“;B A O‘Eﬁ B) = < ayj‘igw .

2y + Ly e

a+BYA T atp a+

Ezemple : Dans un repére du plan, on a A(3; —2) et B(—1;4). Déterminer les coordonnées de G barycentre

de (A,2); (B, 3).

On a:
xG:Qxa:A—&—SxxB:2><3+3><(—1):g
243 5 5
_2><yA+3><yB_2X(*2)+3X4_8
e = 2+3 - 5 =5

2 8
Ainsi 2.2
1ns1G( ; )
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II/ Barycentre de trois points

Les définitions et propriétés du paragraphe précédent s’étendent au cas de trois points

pondérés.

a) Définition

— Théoréeme et définition
Soient A, B et C trois points quelconques, «, 3 et v trois réels.

— — — —
Il existe un unique point G du plan tel que aGA + 6GB +~vGC = 0 si et seulement
sia+ B+~ #0.
Ce point est appelé barycentre du systeme de points pondérés (A4, a); (B, ); (C,v). On
note G = Bar {(4, ) ; (B, 3);(C,7)}

Démonstration
|_Quels que soient «, B et y :
— — — — — — —
aGA + GB +vGC = 0 <= aGA + 3(GA + AB) + v(GA +
— — — —
< aGA + GA + BAB +vGA +~
— — —
<— (a+ [ +v)GA = —-pBAB —~AC
— — —
<~ (a+ [+ v)AG = AB +~AC
1/ Si a+ B+~ # 0 alors ’équation équivaut a

——

) =

Al &l

Vel B = gl
AG = AB + A
a+fB+y at+pfB+y
Le point G existe et est unique.
— — =
2/ Si o+ B+~ = 0 alors I’équation équivaut a BAB +~AC = 0.
— — =
Cette n’équation n’admet pas de solution si FAB + yAC # 0 et en admet

— —
une infinité si GAB +vyAC = 0. \

b) Associativité du barycentre

Propriété
Soient A, B et C trois points, a, § et v trois réels tels que a + 8 +~v # 0 et a4+ 3 # 0.
Si { G = Bar {(A7a) ; (Baﬁ) ; (077)}

H =Bar{(4,a);(B,5)}

alors G =Bar{(H,a+ 3);(C,v)}
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Démonstration
|_Supposons e { €= Bar{(4.0):(B.0)5(C.))
H = Bar{(4,a);(B,8)}
On a alors :

(a + B)GH +~GC = oGH + BGH +~GC = aGA + aAH + 3GB + $BH ++GC
— — — — —_— =
aGA + 8GB +~vGC +aAH + 8BH = 0

— —

=0 =0

G =Bar{(H,a+ 3);(C,y)} \

Ezemple : Trois points A, B et C' étant donnés, placer G = Bar{(A,1);(B,1)(C,2)}.

Conclusion :

Posons H = Bar{(A,1);(B,1)}. H est donc le mi-
lieu de [AB].

D’apres la propriété d’associativité,

G =Bar{(H,2);(C,2)}.

G est donc le milieu de [CH].

B
c) Propriétés

Dans tout le paragraphe, A, B et C sont trois points quelconques, «, 3 et  trois réels tels
que a+f+v#0et G=Bar{(4,a);(B,3);(C,v)}
Homogénéité

— Propriété

Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar {(A4, ka) ; (B, kpB) ; (C, kv)}.

— Démonstration

Si k #£ 0 alors :
G =Bar{(4,0);(B,5);(C,7)} < aGA + 8GB +~GC = 0
— — —
<= k(aGA + fGB +~1GC) =k

—

— — —
<~ kaGA 4+ kBGB + kvGC = 0
C

<= G = Bar {(4,ka); (B,kpB); (C, ky)} \

—
0

Position du barycentre

— Propriété
Si A, B et C ne sont pas alignés alors G € (ABC). Autrement dit, A, B, C et G sont
coplanaires.

— Démonstration
. . —
G =Bar{(A,a);(B,0);(C,v)} <= aGA + GB +~vGC = 0
— — —
Les vecteurs GA, GB et GC sont donc coplanaires. Ainsi les points A, B, C et G \

sont coplanaires.
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— Propriété

Réciproquement, si A, B et C' ne sont pas alignés, alors tout point du plan (ABC') est
le barycentre de A, B et C affectés de coefficients bien choisis.

— Démonstration
Si M € (ABC) alors il existe des réels k et k' tel que :

— — —
AM = kAB + K AC = kAM + kMB + K AM + K MC
On a alors (1 — k — K)MA + kMB + KMC =0 \

donc M =Bar{(A,1 -k —K');(B,k);(C,K)}.

Isobarycentre

— Propriété

Si a =0 =, alors G est appelé isobarycentre de A, B et C. G est alors le centre de
gravité du triangle ABC'

— Démonstration

Soient I le milieu de [BC] et J le milieu de [AC].

On a alors I = Bar {(B,1);(C,1)} et J =Bar{(4,1);(C,1)}.

D’apres la propriété d’associativité, on a, d’une part, G = Bar {(1,2); (A, 1)} donc

G € (AI) et, d’autre part, G = Bar {(J,2); (B,1)} donc G € (BJ).

G appartient donc a deux médianes de ABC. \

G est le centre de gravité de ABC.

Réduction vectorielle

— Propriété

Quel que soit le point M, aMA + fMB +~yMC = (a+ [+ ~v)MG. I

— Démonstration
Quel que soit le point M,

aMA + BMB +~MC = (MG + GA) + B(MG + GB) + (MG + GC)
— — — — — —
= aMG + aGA + BMG + BGB + MG ++GC

— — — —

=(a+B+7)MG + aGA + GB +~vGC

—

=0

= (a+ B +~)MG

d) Coordonnées du barycentre

Propriété

Soit (O;7,7") un repére du plan. Soit A(xa;y4), B(xp;ys) et C(zc;yo)-

Si G = Bar {(4,0); (B, 8); (C,7)} alors G (O‘“ s ¥ v, ayat Bus WC)
a+f+y a+B+y
Dans un repere de I’espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

La démonstration est identique au cas de deux points.
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Ezemple : Dans un repére du plan, on a A(2;—1), B(0;3) et C(—2;0). Déterminer les coordonnées de G
barycentre de (A,1);(B,3);(C, —2).

On a:
. 7$A+3X$B—2X$c72+3X0—2><(—2)73
¢ = 1+3-2 - 2 -
_ya+3Xyp—2xyc —1+3x3-2x0

4

1+3-2 2
Ainsi G(3;4)

III/ Barycentre d’un nombre quelconque de points Toutes les

définitions et propriétés précédentes se généralisent a n points pondérés.
— Soient Ay, As,..., A, n points et ay,ao,...,a, n réels.
S s — —
Il existe un unique point G tel que a1GA; + aoGAs + - -+ a,GA, = 0 si et seulement
sia; +as+---an #0.
Ce point est appelé barycentre des n points pondérés (Aj, a1); (A2, a2);...; (An,an).
— Regle d’associativité :
Pour trouver le barycentre G, de n points, lorsque n > 3, on peut remplacer p points,
pris parmi les n points, par leur barycentre (s’il existe) affecté de la somme de leurs
coefficients.
— Soit k # 0.
G = Bar(Al, al), (AQ, CLQ), ey (An, an) — G = Bar(Al, kal), (AQ, ,ICCLQ), cey (An, k:an)
Autrement dit, on ne change pas le barycentre en changeant les coefficients par des
coefficients proportionnels.
— Sia; =ay=---=ay # 0 alors G est appelé isobarycentre des n points Ay, As, ..., An.
— Pour tout point M,
— — — —_—
ayMA; +aaMAy + - +a,MA, = (a1 +a2+ -+ a,) MG
— Dans un repere, le barycentre de n points pondérés a pour coordonnées la moyenne des
coordonnées des n points pondérés par les n coefficients.
Dans le cas d’un repére du plan, on obtient :
a1xrA, +a2T A, + -+ apTa,
ay+ax+---+ay
a1YA, + a2y, + -+ anya,
ai+ax+---+ay

TG —

Ye =
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