Suites: Limites & récurrence - Correction des exercices

Exercice 1 Déterminer dans chacun des cas la limite de la suite (u,) :

1 . .
5 1 2n (1 + 2—) 1+ 1 lim (1+ i) =1 soit, par produit et
_ntl ") _o 20 vee. T 2n quotient des limites :
a) tn = a0 365 365 VOO 365 ;
nl{l+— 14— lim (1+—) =1 lim w, =2
n n n—s—+o00 n n—-+o0o
lim 2n = 400
M2 — 3n 4 2 1+ 3 + 1 e 3 1 soit, par produit et
b) u, = s —onT e Qn% avec, nl_lfiloo I+ o + )= 1 quotient des limites :
L—n -1 1 lim wu, = —o0
n—-4o0o n
9 4n? <1 + %) 14+ L lim 1+ %) =1 soit, par produit et
¢) up = ZE;L + 11) — 4n1 -9 4n? avec, norteo 4171 quotient des limites :
n{zn + il ' ) = lim w, =2
nx2n (1 + %) L+ 2n n1—1>r—i1-100 1+ 2n 1 n——+oo
3

17 O nl_lgloof = oo, et done, lim (2v/n 4 17) = +o0, d’o, Jlim w, = 0.

ST 3n<1—|—31 f\f\/ 1+ 1/1+E
e 3t vn f(TH) \F(TH 7+1

1 / 1 3
avec, nl_l)r_{loo (1 + E) =1, donc nl_lgloo 1+ E =1, et nl_l)r_il_loo <% + 1) =1.

Ainsi, par produit et quotient des limites, lim wu, = V/3.

n——+o0o

d) u, =

1 2
n? 1+—+—) el 2 1,2
/7n2+n+2_\/ ( n | n2 B n\/1+n+n2_ l—l—n—l-n2
n2—n-—1 11 \/ 11 \/ 11
2 (1.2 _ = vVnZy /[l ——— — l————
\/n (1 n n2) " n n? n  n?
. 1 2 . 1 1 R . . .
avec, lim 1+—+4+—==1et, lim 1 —— —— =1, dou, par quotient des limites, lim wu, = 1.
n—-+4o0o n ’n,2 n—-+4o0o n n2 n—-+o0o

g) u, =+v/n+ 1—+/n. Lorsque n — +00, on est face a une forme indéterminée du type ”+oo — 00”.
On peut alors penser (et doit penser!) a utiliser la quantité conjuguée pour changer cette sous-

traction :

(Vn+1—=vn)(Vn+1l+yn) (n+1)—n 1
Uy = — _
Vn+1++n Vntl4+vn Va+l+yn
On aalors, lim vn+1=+ooet lim /n = +oo, d’oll, par addition des limites,

n—-+4o00 n—-4o0o
1

lim (\/n—l— + ) = 400 et enfin, lim wu, = lim
\/7 Marurie it /—n—l— _‘_\/*

n—-+4o00 n—-+4o00

) u, =

h) u, = v/n?> +n —n : on peut commencer par essayer de proceder de la méme fagon en utilisant la
quantit “e conjugu ee,
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(VP +n—n) (Vr +n—n) (n?+n)—n? n .
— = = mais on se retrouve encore

un Y
vn2+n+n vni+n+n  Vn?P4+n+n

2

face & une forme indéterminée ” ——

00
On doit alors factoriser par le terme preponderant

n
Uy = =
vnZ+n+n / / /
<1+1)+n vn l—l— +n n 1—|- +n ( 14_1_'_1)
n
. 1
soit, u, =

1
14+ =+1
n
. 1 . 1 R .
On a alors, lim (1+—| = 1, et donc, lim 1+—+4+1] = 2, dou, par quotient des
n—-+4oo n n—-+o0o n

. . 1
limites, lim wu, = =.
n—-+o0o 2

Rappel : Schéma général d’'une démonstration par récurrence :

On cherche a montrer par récurrence, pour tout entier n, la propriété P,,.

Initialisation : On vérifie que Py est vraie, c’est-a-dire que la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier n, la propriété P, soit vraie.

On montre alors, en utilisant cette hypothese (dite hypothese de récurrence), que la propriété P, 4
est encore vraie.

Conclusion : On vient donc de montrer, d’apres le principe de récurrence que, pour tout entier n, la
propriété P, est vraie.

Exercice 2 Soit (u,) la suite définie par ug = 2 et, pour tout entier n, u,, = du, + 4.
Montrer que, pour tout entier n, u, > 0.

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, u, > 0.

Initialisation : ug = 2 et donc ug > 0, et la propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier n, on ait u,, > 0.
On a alors, bu, > 0 = bu,, +4 > 4, c’est-a-dire u,.1 >4 > 0.
La propriété est donc encore vraie au rang (n + 1).

Conclusion : On vient donc de montrer, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n, u,, > 0.

Exercice 3 Soit (u,) la suite définie par uy = —3 et, pour tout entier n, u,,; = 5 — 4u,,.
Montrer que, pour tout entier n, u, = (—4)""" + 1.

, . 1
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, u, = (—4)7”r + 1.

Initialisation : uy = —3.
Or, pour n =0, (—4)""' +1=(—4)! +1= -4+ 1= -3, et on a donc pour ug = (—4)"*! + 1.
La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait u, = (—4)7”rl + 1.

ALors, tupy1 =5 —4u, =5 —4((=4)""! + 1), d’apres I'hypothese de récurrence.

Ainsi, Upy1 =5 —4(—=4)" =4 =5+ (—4)""2 —4 =1+ (—4)""!, ce qui montre que la propriété
est encore vraie au rang (n + 1).

PROE: ATMANI NAJIB Suites: Limites & récurrence - Correction des exercices 2/11


xymaths.free.fr

Conclusion : On vient donc de montrer, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n,
Uy = (—4)" " 4+ 1.

. . . o 1 . U + 1

Exercice 4 Soit (u,) la suite définie par ug = 3 et, pour tout entier n, U, = — et
u
Montrer que, pour tout entier n, 0 < u,, < 1. !
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u, < 1.
1
Initialisation : ug = 3 et donc 0 < ug < 1, et la propriété est vraie au rang n = 0.
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait 0 < u,, < 1.
1 1

1
Alors, d'une part 1 < u,, + 1 < 2, et d’autre part 2 < u,, +2 < 3 = 3 < ) < 5
U,
u, + 1

un+2<§,etonadon00<un+1<1:

1
En mulipliant ces deux inégalités, on obtient alors 3 <
la propriété est donc encore vraie au rang (n + 1).

Conclusion : On vient donc de montrer, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n,
0<u, <l

Exercice 5 Montrer que, pour tout entier n >, Z kxkl=(n+1) -1
k=1

Montrons par récurrence que, pour tout entier n > 1, Z kxkl=(n+1)!-1.
k=1

Initialisation : Pour n =1, » kxkl=1x1=1et (1+1))—1=21—-1=2—-1=1
k=1
Ainsi, la propriété est vraie au rang n = 1.

n
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait Z kxEkl'=(n+1)!—1.

k=1
Alors, g:lk: X k! = <zn:k: X k!) +(n+1)x(n+1)! = ((n+1)!—1) +(n+1) x (n+1)! d’apres
l’hypoth\esg:(ilie récurrencek.: 1
Ainsi, ni:k;xk! — ()l () x (n 1) —1= (n+1)!(1+(n+1)) 1= (n+1)!<n+2) 1
k=1
n+1
Or, (n+1)l(n+2) = (n+2)!, et on a donc Zl{; Xkl=n+2)!-1= ((n+1) + 1)! —1, ce qui
k=1

montre que la prorpiété est encore vraie au rang (n + 1).

Conclusion : On vient donc de montrer, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n,

Y kxkl=(m+1) -1
k=1

Exercice 6 Soit (u,) la suite définie par ug = 1, u; = 2 et, pour tout n € IN, Uy, 12 = Sy 41 — 6Uy,.
Calculer uo, uz et uy :  ug = duy — 6ug = 4; us = dug — 6u; = 8; uy = dug — 6uy = 16.

Démontrer que, pour tout entier n, u, = 2".

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, u, > 0.

Initialisation : ug = 2 et donc ug = 2°. De méme u; = 2 = 2.

PROF: ATMANI NAJIB Suites: Limites & récurrence - Correction des exercices 3/11


xymaths.free.fr

La propriété est donc vraie au rang n =0 et n = 1.

Hérédité : Supposons que pour un entier n, on ait u, = 2" et u,+; = 2"

On a alors, U419 = Sty — 6u, =5 x 2"t — 6 x 2", d’apres 'hypothese de récurrence.

Ainsi, Uy, o = 27 (5 X 2 — 6) = 2" x 4 =2" x 22 = 22 ce qui montre que la propriété est donc
encore vraie au rang (n + 2).

Conclusion : On vient donc de montrer, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n, u,, = 2".

Remarque : Dans cette démonstration par récurrence, on a fait une hypothese de
récurrence qui porte sur 2 rangs successifs : n et (n + 1), et qui montre que la propriété
se transmet au rang suivant (n + 2).

Ainsi, la propriété est vraie au rang n = 0 et n + 1 = 1 (d’aprés l'initialisation), et elle
donc vraie au rang n + 2 = 2.

Ensuite, comme elle est vraie au rangn = 1 et n+1 = 2, elle est donc aussi vraie au rang
n+2=3.

Puis elle est vraie au rang n = 2 et n + 1 = 3, donc aussi au rang n + 2 = 4.

. . . o . 1
Exercice 7 Soit (u,) la suite définie par ug = 1 et, pour tout entier n, u,,; = 7l + 3.

1
1. Tracer dans un repere la courbe représentative de la fonction f : z +— i + 3, puis placer les

oints Ay, Ai, Ay et A3 d’ordonnée nulle et d’abscisse respective ug, uy, us et us.
) ) ) )

Yy=2
6__
5 4+
1
=-—x+3
44 . Y71
|
| |
s
| Ly
3T Ly
| (I
[ )
| I
| I
2+ l I
| I
| (I
| [
| [
1 + | (I
| [
| 11
| 11
| 11
I | | by | | |
Ao A Ads

2. Montrer que, pour tout entier n, u, < 4.

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, u, < 4.

Initialisation : ug = 1, et donc ug < 4, et la propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait u,, < 4.
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1 1
Alors, 7 Un x 4 =1, et dong, 7Un +3<1+3=4.

1
4
4

NN

Ainsi, 11 , et la propriété est encore vraie au rang (n + 1).

Conclusion : On vient de dmontrer d’apres le principe de récurrence que, pour tout entier n, u,, < 4.

3. Montrer par récurrence que la suite (u,,) est croissante.

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, , < U,y

Initialisation : ug =1, et uy = Zuo +3= T et donc ug < uy, et la propriété est donc vraie au

rang n = 0.
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait u, < tUpiq.
1 1 1 .
Alors, Zu" < Zunﬂ, d’ou, Zun + 3 < Upy1 + 3, est-a~dire U, 11 < Upypo-
Ainsi la propriété est encore vraie au rang (n + 1).

Conclusion : On vient de dmontrer d’apres le principe de récurrence que, pour tout entier n, u,, < Upi1,
et donc que la suite (u,,) est croissante.

4. En déduire que la suite (u,) est convergente.

La suite (u,) est croissante et majorée par 4, elle converge donc vers une limite /.

Exercice 8 Soit (u,) la suite définie par ug = 3 et, pour tout entier n, U, = /U, + 3.

1. Calculer les quatre premiers termes de la suite, et conjecturer le sens de variation de la suite (u,,).
Démontrer cette conjecture.

U=V +1=vV3+1=2;u=+vu +1=+v3~1,73;
Us =g +1=vVV3+1~1,65; us = Vuz + :\/\/\/§+1:1,61;

Comme ug > uj > us > ug > uy, on peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante.

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, w, > Upi1.

Initialisation : La propriété est vraie pour les rangs n = 0 an = 3 d’apres les calculs précédents.

Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait u, > U, 1.
Alors, u, +1 > u,y1 + 1, et done, vu, + 1 > y/u, 1 + 1, car la fonction racine carrée x — /x
est croissante sur IR, .

Ainsi, Upi1 = Vi + 1> Upy1 = Vuni1 + 1, et la propriété est encore vraie au rang n + 1.

Conclusion : On vient de montrer que, d’apres le principe de récurrence, pour tout entier n,
Up > Upy1, Cest-a-dire que la suite (u,,) est décroissante.

2. Montrer que, pour tout entier n, 0 < u,, < 3.

Par une récurrence immédiate, comme ug = 1 > 0, et comme si u,, > 0, alors v, 1 = Vu, +1 >
0, on sait donc que pour tout entier n, u, > 0.

De plus, comme uy = 1 < 3 et que la suite (u,,) est décroissante, on a donc, pour tout entier n,
Uy < Uy < 3.

On a donc bien au final, pour tout entier n, 0 < u,, < 3.

3. En déduire que la suite (u,) est convergente vers une limite /.

La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers une limite [ > 0.
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4. Déterminer [.

La limite [ de la suite vérifie nécésairement | = v/ + 1 (point fixe),

1-45 1+\/5>

soitl}OetF:l—i-l<:>12—l—1:0<:>(l— 5 oul = 5

=

-5 1
Comme [ = 2\/_ < 0, la limite de la suite (u,) (car on sait qu’elle en a une) est [ = +2
. Ug = 1
Exercice 9 Soit (u,) la suite définie par , :
pour tout entier n, U,y = gun +n—2
1. Calculer uq, us et us.
PRI B PR S
Uy = 3U0 3 T3
1 5 13
- — 1 —2=—2"_1=_2.
(%) ?Ul + 94 9 s
s =g 27
2. Montrer que, pour tout n > 4, u,, > 0.
Montrons par récurrence que, pour tout n > 4, u, > 0.
1 7
Initialisation : uy = gu;), +3-2= —31 +1= 3l > 0, et la propriété est vraie au rang n = 4.

Hérédité : Supposons que pour un entier n > 4 on ait u,, > 0.
1 1
Alors, §u” > 0, et donc, gun—l—n—Q}O—l—n—Q >0+4+4—2 carn > 4.
1
Ainsi, U, = gun +n—22>222>20, et la propriété est encore vraie au rang n + 1.

Conclusion : On vient donc de démontrer que, d’apres le principe de récurrence, pour tout
entier n > 4, u,, = 0.

3. En déduire que, pour tout n > 5, v, > n — 3.

—_

Pour tout entier n > 5, u, = §u”‘1 +(n—-1)—-2= %un_l +n—3.

Or, comme n > 5, on a donc n — 1 > 4, et alors, d’apres la question précédente, u,,_1; > 0.
Ainsi, u, = %un_l—i-n—?) >0+n-—3.

On a donc, pour tout entier n > 5, u,, > n — 3.

4. En déduire la limite de la suite (u,).

Comme lim (n —3) = +o0, on en déduit, d’apres le corolaire du théoreme des gendarmes,
n—-+o0o
que lim wu, = 4o00.
n—-+o0o

. cos(n
Exercice 10 Soit, pour tout entier n, u, = —IS 1).
n
Montrer que pour tout entier n, ——— < u,, < ——, puis en déduire la limite de la suite (u,).
n+1 n+1
Pour tout entier n, on a —1 < cos(n) < 1.
1

Ainsi, en multipliant ces inégalités par > 0, on obtient — < Uy < .

n—+1 n+1 n-+1
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1

Comme lim — = 0 et lim = 0, on en déduit donc, d’apres le théoreme des
n—+oo N + n—+oom + 1
gendarmes, lim wu, =0
n——+00
. ) ) n+(—1"
Exercice 11 Soit, pour tout entier n, u, = #
n®+1
. n—1 n+1 . L1 . .
Montrer que pour tout entier n, —— < u,, < ———, puis en déduire la limite de la suite (u,).
n?+1 n?+1
On a (—1)" = 1 lorsque n est pair, et (—1)" = —1 lorsque n est impair.
Ainsi, pour tout entier n, —1 < (—=1)" < 1, soit aussin—1 < n+(—1)" < n+ 1, puis, multipliant
1 -0 btient n— n+1
ar on obtien <u, < ——.
P T ’ n? +1 n?+1
1
"1 n (1 — —) ;1= l
— n
On a = =_-

2 - - 1
n? 41 n2<1—|—i> nq, L
2 n2

1 1 1
lim — =0, lim <1 — —) =1, et lim (1 + —2) = 1, et donc, par produit et quotient des
n

n—+0oo N n—+00 n n—+o00
.. -1
limites, lim 5 = 0.
n—+oon? + 1
n+1

De méme, lim 5 =
n—toon2+1

Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, on a donc lim wu, = 0.

n—-+00
. ) ) -1)"+n
Exercice 12 Soit, pour tout entier n, u, = L
(—1)m +2
n—1

, puis en déduire la limite de la suite (u,,).

Montrer que pour tout entier n, u, > 3

Pour tout entier n, (—=1)" +n > —1 + n,

1
et (—1)"+2<1+2=3, dol

- >
(- +27 3

. 1 c e . —1)"+n -1
Ainsi, en multipliant ces deux inégalités, on obtient : u,, = (=1) > o

(=142~ 37

.on—1 o . : A
Comme lim —— = 400, on en déduit, d’apres le corollaire du théoreme des gendarmes, que
n—-+0o

lim w, = +oo.
n—-+o0o

. 1
Exercice 13 Soit la suite définie par ug = 0 et 1, = 5\/1& +12..

1. Déterminer les cinq premiers termes de cette suite.
Quel semble étre la limite de (u,,)?

1 1
u1:§\/u3+12:§\/1 =3 ~1,732;

1 1
uzzix/u%+12:2 15 ~1,94;

1 L 15
up=oV/312= 4/ ﬂ/ T\/_~1984

1 1 /63 25 V25

s S LB DU B i A L

U= g Vius T 2V 16 " 2V 16 8 , 996
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us =~ 1,999

La suite (u,) semble converger vers 2.

2. Montrer que la suite (v,) définie par v, = u? — 4 est géométrique.

1 2 1 1 1 1

Ainsi, la suite (v,) est géométrique de raison 7

3. En déduire la limite de la suite (v,) puis celle de la suite (uy).

1
Comme —1 < —= < 1, on en déduit que lim v, = 0.
4 n——+o0o

De plus v, = u?2 — 4 < u, = /v, +4 ou u, = —\/v, + 4.
Comme wu,, > 0 (car u, est définie par une racine carrée), on a donc u, = \/v, + 4, et donc,

lim u, =v0+4=2.

n—-4o0o

On a ainsi démontré la conjecture sur la limite de (u,,) faite a la question 1.

. . . P . Uo Z -3
Exercice 14 Soit (u,) la suite définie par { o = VT

Quelle valeur de ug faut-il prendre pour que la suite (u,) soit stationnaire ?

Une suite stationnaire est une suite constante : pour tout entier n, Uu,11 = Uy = Up_1 = - -+ =
Uup = Uyp.
Ainsi, la suite est stationnaire si, u; = vy <= /3 +ug=1uy < 3+ ug=ud et ug > 0.

1-v13

On doit donc avoir ainsi u2 —ug—3 = 0 soit, en résolvant 1’équation du second degré, uy =

2
1++v13
ou ug = —
1—+13 1++v13
Comme —5 < 0, on doit donc nécessairement avoir ug = +T

Exercice 15 On considere la suite (u,,) définie par ug = 5 et, pour tout entier n, 3u, 11 = u, + 4.

1. Calculer u; et us.
7
3u1:u0+4:9<:>u1:3; 3u2:u1+4:7(:)u1:§.
2. Démontrer que, pour tout entier n, u, > 2.
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, u, > 2.

Initialisation : La propriété est vraie pour les rangs n = 0, n = 1 et n = 2 d’apres ce qui
précede.

Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait wu, > 2.

Alors, u, +4 > 244 =06, et donc 3u,,1 =6 <= up, 1 > - =2.

Wl

Ainsi, la propriété est encore vraie au rang n + 1.

Conclusion : On a donc démontré, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier n,
Uy = 2.
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3. Montrer que (u,,) est une suite décroissante.

On peut montrer que (u,) est décroissante par récurrence, en montrant que pour tout entier n,

Un41 < Unp,.
On peut aussi le montrer directement :
4
Pour tout entier n, u,+1 = gun + 3 et donc,
1 n 4 2 n 4

Upyl — Up = =Up + = — Up = —=Up + =.

= 3 3 3 3

. .. 2 4 2 4 4 4

Or, pour tout entier n, u,, > 2, et ainsi, —gun < —3 d’ol, Uy i1 —Uy = _§U"+§ < _§+§ = 0.

Ainsi, pour tout entier n, u,11 — u, < 0 <= U1 < u, : la suite (u,) est donc décroissante.

4. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

D’apres ce qui précede, la suite (u,) est décroissante et minorée par 2, elle converge donc vers
une limite [ > 2.

Cette limite [ satisfait de plus nécéssairement 1'équation 3/ = [ + 4 (point fixe), soit | = 2.
Ainsi, la suite (u,) converge vers [ = 2.

5. On pose, pour tout entier n, v, = u, — 2.
Montrer que (v,) est une suite géométrique.
En déduire I'expression de v,, en fonction de n.

1 4 1 2 1 1
U1 = Upi1 S U —|—3 Fln ~ 3 3(u ) 3V

1
La suite (v,,) est donc géométrique de raison 3 et de premier terme vy = ug — 2 = 3.

\" 1
On en déduit que, pout tout entier n, v, = voq" = 3 X <§> = 31

6. Soit Sn:ka:vo+v1+---+vn et Tn:Zuk:uo—|—u1+---+un,
k=0 k=0
Déterminer 'expression de S,,, puis de T},, en fonction de n.

Sy =30 vk =104+ +
Caea(M)es () s (2
(5)-(6) ()]
G0 ey
3

1-=

Pour tout entier n, v, = u, — 2 <= u, = v, + 2, et donc,
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:Z Uk = Up + U + -+ Uy
( +2)+ (1 +2)+- -+ (v, + 2)

=(vp+uvi+--+v)+2+2+--+2)
7. Déterminer lim S, et lim

( ) +2(n+1)
T,.
n——+00 n——+00

1 1\" 9
Comme —1<§<1,ona lim <§> =0, et donc, lim S5, =5

n——+o0o n——+o0o

=S, +(n+1)x2=

l\DI@

De plus, lirf 2(n 4+ 1) = +o0, et donc, par addition des limites, lim 7, = +o0.
n——+0oo

n—-4o0o

. 2
Exercice 16 Soit la suite numérique (u,,) définie sur IN* par u,, = %
n
1
1. a. Montrer que, pour tout n € IN*, u,, =1 — m
1 1)2 -1 242 2
Pour tout entier n > 0, 1 — :(n—l— ) _n i n:n(n+ ):un.

(n+1)? (n+1)2 n+1)2  (n+1)?
b. Prouver que, pour tout n € IN*, 0 < u,, < 1.

Pour tout entier n > 0, n+2 > 2 > 0, et donc, n(n +2) > 0.
n(n + 2) -0

De plus (n+1)? > 12 > 0, et on a donc u,, = i1

De méme (en cherchant a utiliser le résultat de la question précédente), W > 0, soit
n
1 1

—— = <0,etd n=1——=<1
CESIE , et donc, u CESIE

Au final, on a bien, pour tout entier n > 0, 0 < u,, < 1.

c. Etudier le sens de variation de la suite (uy,).

1 1
Pour tout entier n > 0, up41 —u, = <1 - 4(71 T 2)2> - (1 - (n—+ 1)2)

1 n 1
(n+2)2 (n+1)?
—(n+1)>+ (n+2)?
(n+2)2(n+ 1)2
B 2n+3
 (n+2)2(n+1)2
Or, pour tout entier n > 0, 2n +3 >3 > 0, et (n+ 2)*(n +1)? > 0,
d’ol, Upi1 —Up >0 <= Uy > Up.

La suite (u,) est donc décroissante.

Remarque : Il y a bien stuir quantité d’autres raisonnements que 1’on peut mener pour arriver
a cette conclusion :

e Ecrire u,, = f(n) avec f:2x+—1— et étudier le sens de variation de f.

1
(+1)2
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e Procéder par encadrements successifs en partant de n+1 < n+2 pour arriver a u,, > U,

e Conjecturer le sens de variation de (u,,) en calculant les premiers termes, puis démontrer
cette conjecture avec un raisonnment par récurrence

2. On pose T, = u; X Us X -+ X Uy,

, , : . n+2
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n € IN*, z,, = ———
2(n+1)
, . n+2
Montrons par récurrence que, pour tout entier n > 0, xr, = ———.
2(n+1)
1(1+2) 3 142 3
Initialisation : v1 =uy = ———= = - et — = —
TN+ 4 21+ 4
La propriété est donc vraie au rang n = 1.
s : . n+2
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait r, = ——.
2(n+1)
Alors, T, 11 = uy X ug X ug X « -+ X Up, XU 41 = T X Upt1
(n+1)(n+3)
et donc, avec U, = ,
’ +1 (n —I— 2)2
n+2 (n+1)(n+3) n+3 (n+1)+2
Tpy1 = X 5 = = 5 et la propriété est encore
2(n+1) (n+2) 2n+2)  2((n+1)+1)

vraie au rang n + 1.

Conclusion : On a donc démontré, d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier
n+ 2

2(n+1)

b. Déterminer la limite de la suite (x,,).

n>0,z,=

2 2
1+ — z
n+2 " ( i n) 1t n
€T, = = = —
2(n+1) Qn(l—l——) 21+_
n n
. 2 . 1 . . . .
avec, lim (1+— | =1,et lim (1+ — ) =1, d’ou, par produit et quotient des limites,
n—s+o0 n n—+00 n
li n==.
e " T D
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